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第1章 数値解法と解析解法

一般的に物理学における現象の記述は，1)支配方程式 (governing equation)を設定し，2)支配方程式
を解 (solution)を得ることによって行われる．例えば，以下の図に示すようなバネ (バネ定数 k)に付
属する質点mの位置 x(t)に関する運動方程式 (ニュートンの第 2法則)は以下の式で表現される

d2x

dt2
= −ω2x (1.1)

ここで ω ≡ √
k/mである．この 2階常微分方程式を初期条件 (境界条件)⎧⎨

⎩
dx
dt = 0 (at t = 0)

x = x0 (at t = 0)
(1.2)

のもとで解くことを考える．

1.1 解析解 (analytical solution)

解析的に解くには，

x = C1e
iωt + C2e

−iωt (C1, C2は積分定数) (1.3)

が式 (1.1)の解の一つであることから，初期条件より

C1 = C2 =
x0

2
(1.4)

となる．よって，解析解として

x = x0 cos(ωt)

v ≡ dx

dt
= −wx0 sin(ωt)

を得る．
あるいは，x̂ ≡ x/x0, t̂ ≡ ωt = t/

√
m/kと無次元化すると，

d2x̂

dt̂2
= − x (1.5)

初期条件:

⎧⎨
⎩v̂ = 0 (at t = 0)

x̂ = 1 (at t = 0)

3



exact solution
∆t = 2π/200
∆t = 2π/50

t̂/(2π)

x̂

32.752.52.2521.751.51.2510.750.50.250
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図 1.1: 式 (1.1)の厳密解 (解析解)と数値解

の解は

x̂ = cos t̂

v̂ = sin t̂

である．ここで v̂ ≡ dx̂/dt̂ = v/(ωx0)である．

1.2 数値解 (numerical solution)

式 (1.1)を差分法を用いて解くことを考える．式 (1.1)を書き直すと

dx̂

dt̂
= v̂ (1.6)

dv̂

dt̂
= −x̂ (1.7)

初期条件:

⎧⎨
⎩v̂ = 0 (at t̂ = 0)

x̂ = 1 (at t̂ = 0)

となる．以下，·̂記号を省略する．前方差分
df

dt

∣∣∣∣
t=t

� f(t + ∆t) − f(t)
∆t

用いると式 (1.7)は，

x(t + ∆t) = x(t) + ∆tv(t)

v(t + ∆t) = −∆tx(t) + v(t)

となる．これを t=0から繰り返し計算を行うことによって，解を求めることができる．
解析解と数値解を図 1.1に示す．差分スキームが単純であること，特に 2 階の常微分方程式を前方
差分で解いているため，時間の経過に伴って誤差が増大していくこと，格子間隔が小さくなるほど，
数値解が厳密解に近づいていくことが明白に示されている．
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第2章 支配方程式とクロージャー問題

以下，簡単のためデカルト（直交）座標形を用い，風速成分を u1 = u, u2 = v, u3 = wで表す．また，
スカラー量 (温度，比湿，二酸化炭素濃度)を cで表す．また，アインシュタイン記法を用い，j = 1, 2, 3
について和を取ることとする．

2.1 支配方程式

連続式 (質量保存則):
ρ,t +(ρuj),j = 0 (2.1)

風速が音速よりも小さいとき，大気は非圧縮流体と見なせる．

uj,j = 0 (2.2)

運動量保存則は以下の通り．

ui,t +ujui,j =
1
ρ
τij,j −gδi3 (2.3)

gは重力加速度，τij は応力テンソルでニュートン流体では

τij = −Pδij + 2µSij = −pδij + µ (ui,j +uj ,i ) (2.4)

で表される．Sij ≡ (ui,j +uj,i )/2は歪み度テンソルである．式 (2.4)を式 (2.3)に代入し，式 (2.2)を
用いると，ナビエ＝ストークス方程式 (Navier-Stokes equation, NS-equation)を得る．

ui,t +ujui,j = −1
ρ
p,i −gδi3 + νui,jj (2.5a)

ν ≡ µ/ρは動粘性係数．あるいは，

ui,t +(uiuj),j = −1
ρ
p,i −gδi3 + νui,jj (2.5a′)

のようにも記述できる．また，スカラー量の保存則は

c,t +ujc,j = νcc,jj (2.5b)

で表される．
NS方程式は，非定常・非線形の偏微分方程式であり，特殊な条件下以外では解析解は存在しない．そ
のため一般的な問題においては，数値解法によって解を見つけることが必要となる．式 (2.2)と (2.5a)
に未知数 4つ (ui と p)に対して式が 4つであり，原則的には解が見つかるはずである．しかしなが
ら後で述べるように，式 (2.5a)の数値的な直接解は，特殊な場合を除いては解を見いだすのに非常に
大きなコンピュータ能力を必要とする．そのため，乱流力学でなこれまで異なるアプローチを取って
きた．
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2.2 レイノルズ平均とレイノルズ方程式

乱流はランダムな性質を持ち，乱流中の速度成分などの量は初期条件への依存性を短期間のうちに
失うことが知られている．そのため瞬間値ではなく，統計的な平均値によって，乱流場の記述をする．
瞬間値を平均値とそこからの偏差に分解する (レイノルズ分解)．

ui = ui + u′
i c = c + c′ (2.6)

この平均操作 (レイノルズ平均)を式 (2.2)に適用すると，レイノルズ平均に対する連続式が導か
れる．

uj,j = 0 (2.7)

また，ブシネスク近似を用いると平均流に対する運動量保存則 (レイノルズ方程式)，スカラー量の保
存則は，以下のように記述できる．

ui,t +ujui,j +(u′
iu

′
j),j = −1

ρ
p,i +gβθvδ3i + νui,jj (2.8a)

c,t +ujc,j +(u′
jc

′),j = νcc,jj (2.8b)

ここで β ≡ 1/T0で，熱拡張率 (the rate of thermal expansion)である．
乱流の平均場を解くには，式 (2.7)と式 (2.8a)を解くことになる，仮に βを定数として与えたとし
ても，未知数 9個 (ui, u′

iu
′
j, p)に対し，式が 4つでこれは方程式系として解を得ることができない．こ

れは，式 (2.8a)が 2次モーメントであるレイノルズ応力 (u′
iu

′
j)を含むため，2次モーメントに関する

式の導出が必要である．
式 (2.5a)と (2.8a)の差，式 (2.5b)と (2.8b)の差を取ると，それぞれ偏差 u′

i ≡ ui − ui, c
′ = c− cに

関する式を得る．

u′
i,t +u′

jui,j +uju
′
i,j +u′

ju
′
i,j −(u′

iu
′
j),j = gβθ′δ3i − 1

ρ
p′,i +νu′

i,jj (2.13a)

c′,t +u′
jc,j +ujc

′,j +u′
jc

′,j −(u′
jc

′),j = νcc
′,jj (2.13b)

u′
iに関する式 (2.13a)×u′

j と u′
j に関する式 (2.13a)×u′

i の和を取ることで u′
iu

′
j に関する式を得る．

(u′
iu

′
j),t +uk(u′

iu
′
j),k = − u′

iu
′
kuj,k −u′

ju
′
kui,k +gβu′

jθ
′
vδ3i + gβu′

iθ
′
vδ3j

− (u′
iu

′
ju

′
k),k −

1
ρ

[
(p′u′

j),i +(p′u′
i),j −p′

(
u′

j ,i +u′
i,j

)]
+ ν(u′

iu
′
j),kk −2νu′

i,k u′
j,k

それぞれの項の相対的な大きさを比較すると，(p′u′
j),i +(p′u′

i),j と ν(u′
iu

′
j),kkは無視できる．

(u′
iu

′
j),t +uk(u′

iu
′
j),k = − u′

iu
′
kuj,k −u′

ju
′
kui,k +gβu′

jθ
′
vδ3i + gβu′

iθ
′
vδ3j

− (u′
iu

′
ju

′
k),k +

p′

ρ

(
u′

j ,i +u′
i,j

)
− 2εij

(2.14a)

ここで，εij ≡ νu′
i,k u′

j,k である．また，式 (2.13a)×c′ と (2.13b)×u′
iの和を取ることで u′

ic
′に関する

式を得る．各項の大きさを比較して無視できる項を無視すると，

(u′
ic

′),t +uj(u′
ic

′),j = −u′
jc

′ui,j −u′
iu

′
jc,j −(u′

iu
′
jc

′),j

+ gβθ′vc′δ3i +
p′

ρ
c′,i − 2(ν + νc)u′

i,j c′,j
(2.14b)
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Box 1 レイノルズ平均とエルゴード性
レイノルズ平均は，以下の条件を満たすことが必要である．

f + g = f + g (2.9a)

af = af aは定数 (2.9b)

a = a (2.9c)

f,i = f,i および f,t = f,t (2.9d)

fg = fg (2.9e)

これをReynoldsの条件と呼ぶ．このうち，式 (2.9e)より以下の式を得る．

f = f, f ′ = f − f = 0, f h = f h, fg′ = fh′ = 0 (2.10)

Reynolds条件を満たす平均操作として，一般的にはアンサンブル平均が考えられ，乱流理論はアン
サンブル平均を念頭に組み立てられている．また，時間平均

uT
i =

1
T

∫ T

0
ui(t)dt (2.11)

や空間平均

uV
i =

1
V

∫∫∫ V

0
ui(t)dxdydz (2.12)

もReynolds条件を満たす．これらの平均操作が，平均サンプル数 (平均区間)が大きくなればなるほ
ど，母集団平均に近づくことをエルゴード性と呼ぶ．よって，時間平均（空間平均）を Reynolds平
均として使用するには，エルゴード性が前提条件となっている．

式 (2.14a)と (2.14)には，3次モーメント u′
iu

′
ju

′
k と u′

iu
′
jc

′ を含んでいる．このように，ある次数
のモーメントに関する方程式は，それよりもさらに高次のモーメントを含む．よってどの次数までの
方程式系も，方程式の数よりも多くの未知数を含み，閉じることはない．このような問題を「クロー
ジャー問題」と呼ぶ．これは，乱流場をレイノルズ平均したモーメントで表す時の避けられない問題
である．

2.3 乱流場の代表的なスケール

2.3.1 分子粘性のスケール

渦粘性における長さ，時間，速度のスケールは，乱流エネルギーの散逸率 (消散率)ε ≡ εii = νui,j ui,j

を用いて定義される．次元解析から，長さ，時間，速度のスケールは以下の通りとなる．

η ≡
(

ν3

ε

)1/4

τ ≡
(ν

ε

)1/2
υ ≡ (νε)1/4 (2.16)
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Example 1 コルモゴロフのマイクロスケールの計算
乱流エネルギー方程式を定常，水平一様，圧力項，乱流輸送量を無視すると，以下の簡略な式になる．

ε = gβw′θv − u′w′u,3 (2.15)

これを用いて εを求め，コルモゴロフのマイクロスケールを計算してみよう．

これらのスケールは，コルモゴロフ (Kolmogorov)のマイクロスケールと呼ばれ，ロシアの文献では
内部スケール (inner scale)と呼ばれている (Tennekes and Lumley, 1972)．コルモゴロフのマイクロ
スケールで作るレイノルズ数は，

ηυ/ν = 1 (2.17)

で，マイクロスケールでの運動が分子粘性の影響を強く受けることがわかる．

2.3.2 積分スケール

図 2.1: 自己相関関数と積分スケール (Tennekes and Lumley, 1972, より)

時系列として観測される風速 u(t)の自己相関は以下のように定義される．

Ru(τ) ≡ u′(t + τ)u′(t) (2.18)

当然，Ru(0) = u′2で分散である．積分時間スケール (integral time scale)は以下のように定義される．

Λu ≡ 1
u′2

∫ ∞

0
Ru(τ)dτ (2.19)

同様に積分長さスケール (単に，積分スケール)も同様に定義される．積分スケールは，エネルギー
保有領域に対応する乱流の最大渦のスケールを表す．ロシアでは，積分スケールの代わりに外部ス
ケール (outer scale)と呼ぶ．また，接地層においては，積分スケールの推定が z(地表面からの高さ)
になる．
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第3章 直接数値シミュレーション(DNS)

ナビエ＝ストークス方程式 (式 (2.5a)) を直接，数値的に解くのが直接数値シミュレーション (Direct
Numerical Simulation)である．乱流の全ての変動値を捉える必要があることから，最小グリッドの
大きさはコルモゴロフスケール ηを大きく越えてはならない．また，計算領域の大きさは積分スケー
ル Λよりも小さくてはならない．よって，一方向のグリッドの数N は，

N =
Λ
η

=
Λε1/4

ν3/4
= R

3/4
Λ (3.1)

以上が必要である．ここで，RΛ ≡ et
1/2Λ/ν, (et ≡ 1

2u′
iu

′
i)は，乱流レイノルズ数である．よって，

計算格子の数は，R
9/4
Λ のオーダーになり，また時間ステップも計算格子間隔に比例して小さくなる

ので，計算資源は R3
Λのオーダーに比例する事になる．不安定条件における大気境界層においては，

N = h/η(hは境界層高さ)は 106のオーダーになるため，計算格子は 1018のオーダーで必要となり，
現時点では限られた計算空間に対する適用例しかないのが実状である．

DNSは，計算原理が簡単な代わりに，如何に計算資源を節約した計算を行うかが，技術的な課題と
なる．差分において安定したスキームを用いたり，スペクトル法を用いるなどの工夫が課題である．
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第4章 レイノルズ平均モデル(RANS): Stull

(1988)より

前述の通り，レイノルズ平均場に関する式系は，必ず高次のモーメントを含むため，直接に解くこと
が不可能である．レイノルズ平均モデル (Reynolds-averaged Navie-Stokes equation model, RANS)
では，高次のモーメントをより低次のモーメントで表すことによって式系から未知数の数を減らし，
レイノルズ平均場を解く．
大気境界層乱流のコミュニティーでは，同様のモデルをクロージャーモデル (closure model)と呼
ぶ．また，クロージャーモデルで用いられる高次のモーメントを低次のモーメントで表す仮定を，ク
ロージャー仮定 (closure assumption)あるいはクロージャー近似 (closure approximation)などと呼
ぶ．クロージャーモデルはその複雑度の度合いを次数で表す．例えば，2次モーメントを 1次モーメ
ントで表すクロージャー仮定を用いるクロージャーモデルは，1次クロージャー (1st-order closure
model), 3次モーメントを 2次モーメントで表現するクロージャー仮定を用いるモデルは，2次クロー
ジャー (2nd order)と呼ばれる．

4.1 1次クロージャーモデル (渦粘性モデル)

1次クロージャーモデルは，レイノルズ平均の方程式系を解く．浮力への水蒸気の影響を無視する
と，乱流速度場は温度の平均値の式を加えて，解くことになる．

ui,t +ujui,j = −(u′
iu

′
j),j −

1
ρ
p,i +gβθδ3i + νui,jj (2.8a′)

θ,t +ujθ,j = −(u′
jθ

′),j +νcθ,jj (2.8b′)

これらのうち，u′
iu

′
j, u

′
jθ

′を他の項で表すことにより，方程式系が解けることになる．
レイノルズ応力 u′

iu
′
j のうち非等方性の部分は，分子粘性とのアナロジーから，以下のようにモデ

ル化できる．

u′
iu

′
j −

2
3
etδij = −2νT Sij (4.2)

ここで，Sij ≡ 1
2(ui,j +uj,i )は歪み度テンソルであり，νT は渦粘性係数 (eddy viscosity, turbulent

viscosity)と呼ばれる．これは，ニュートン流体における歪み度と粘性の関係

−1
ρ
(τij + Pδij) = −2µSij (2.4′)

とアナロジーがある．
大気境界層乱流のモデルにおいては，上記をさらに簡略し，

u′
iχ

′ = −Kχ,i χ,i (4.3)
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と仮定する．ここで，χは uiもしくはスカラー量，Kχ,iを渦粘性係数 (eddy viscosity)，渦拡散係数
(eddy diffusivity)，渦輸送係数 (eddy transfer coeficient)などと呼ぶ．式 (4.3)をK理論とも呼ばれ，
古典的な混合距離理論からも導くことができる．
式 (4.3)を z方向の運動量，顕熱，水蒸気の輸送について記述すると，

u′w′ = −Km
∂u

∂z
w′θ′ = −KH

∂θ

∂z
w′q′ = −KE

∂q

∂z
(4.4)

というなじみ深い表現となる．Kの値は，定数あるいは他の量の関数として与えることになる．例え
ば，一様な地表面上の接地層においてはモニン＝オブコフ相似則 (Monin=Obukhov Similarity)が成
立し，無次元勾配は以下のように表される．

kz

u∗
∂u

∂z
= φu

( z

L

) kz

|θ∗|
∂θ

∂z
= φθ

( z

L

) kz

|q∗|
∂q

∂z
= φq

( z

L

)
(4.5)

ここで，u∗ ≡
√

−u′w′, θ∗ ≡ −w′θ′/u∗, q∗ ≡ −w′q′は摩擦速度 (friction velocity)，摩擦温度 (friction
temperature)，摩擦比湿 (friction specific humidity)．また，Lはオブコフ長さである．よって，

Km =
ku∗z
φu

, KH =
ku∗z
φθ

, KE =
ku∗z
φq

(4.6)

が得られる．
水平一様の大気境界層を仮定し分子粘性項を無視すると，支配方程式は以下のようになる．

u,t = fcv − (u′w′),3 −1
ρ
p,1 (4.7a)

v,t = −fcu − (v′w′),3 −1
ρ
p,2 (4.7b)

θ,t = −(w′θ′),3 (4.7c)

ここで，fcはコリオリ係数．クロージャー仮定は，

u′w′ = −Km
∂u

∂z
v′w′ = −Km

∂v

∂z
w′θ′ = −KH

∂θ

∂z
(4.7d)

となり，渦粘性係数のパラメタリゼーションと境界条件 (圧力勾配)が与えられれば，未知数６に対し
方程式が６で，この方程式系は解くことができる．
一般の大気境界層の 1次クロージャーモデルは，式 (4.3)のKχ,iを与え，平均場のレイノルズ方程
式 (式 (2.8))を解くことで，大気境界層をシミュレートする．しかしながら，上記の様に運動量や熱・
物質の流れを局地的な勾配でのみ表していることから，勾配の小さな混合層内を運動量やスカラー量
が輸送されることを表現できないこと，また平均場で渦粘性係数を表すパラメータ化に無理があるこ
とから，そこで高次のモデルが必要となってくる．

4.2 1.5次クロージャーモデル (乱流エネルギーモデル)

後述する 2次クロージャーでは，u′
iu

′
j に関する式の計 6個が加わることになり，方程式も未知数も

格段に増え消費する計算資源も膨大に増えることになる．そのため，中間的な対処として，平均値の
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方程式に乱流エネルギー (TKE)方程式を加えた方程式を解くのが，1.5次クロージャーと呼ばれる．
TKE 方程式は，式 (2.8a)において i = jとする事によって得られる．

e,t +uke,k = −u′
iu

′
kui,k +gβu′

iθ
′
vδ3i − (eu′

k),k −
1
ρ
(p′u′

i),i −ε (4.8)

ここで ε ≡ νu′
i,k u′

i,k は，TKEの平均消散率 (散逸率)である．また，温度の分散に関する方程式は，

(θ′θ′),t +uj(θ′θ′),j = −2u′
jT

′θ,j −(u′
jT

′T ′),j −2εT (4.9)

ここで消散項は，

2νT T ′,jj T ′ = νT

[
(T ′T ′),jj −2T ′,j T ′,j

]
(4.10)

� −2νT T ′,j T ′,j ≡ 2εT (4.11)

である．このように，乱流強度および温度の分散に関する方程式を加えて，これらの量について解
くことによって，渦粘性係数の乱流輸送の効率に関する情報を用いたパラメタリゼーションが可能に
なる．

1次クロージャーにおいてと同様に，水平一様を仮定し分子粘性項を無視すると，これらの方程式
系は，以下の通りとなる．

u,t = fcv − (u′w′),3 −1
ρ
p,1 (4.12a)

v,t = −fcu − (v′w′),3 −1
ρ
p,2 (4.12b)

θ,t = −(w′θ′),3 (4.12c)

e,t = −u′w′(u),3 −v′w′(v),3 +gβw′θ′ − (w′e + w′p′/ρ),3 −ε (4.12d)

(θ′θ′),t = −2w′θ′ θ,3 −(w′θ′θ′),3 −2εT (4.12e)

方程式中の 2次，3次モーメントのパラメタリゼーションが必要となるが，以下のように与えられる．

u′w′ = −Km(e, θ′θ′)
∂u

∂z
v′w′ = −Km(e, θ′θ′)

∂v

∂z
w′θ′ = −KH(e, θ′θ′)

∂θ

∂z
(4.12f)

w′e + w′p′/ρ =
5
3
Λ4e

−1/2e,3 w′θ′θ′ = Λ3e
−1/2θ′θ′,3 (4.12g)

ε =
e3/2

Λ1
εT =

e1/2θ′θ′

Λ2
(4.12h)

ここで，Λは経験的な長さの次元を持つパラメータである．渦粘性係数のパラメタリゼーションはさ
らに複雑であるが，大まかには

K = Λe1/2 (4.12i)

の形をしている．式 (4.12)の方程式系には，5つの予報変数と 4つの 2次モーメント，2つの 3次モー
メント，2つの消散項で，計 13個の未知数を含む．これに対して 13個の方程式があり，数値的に解を
求めることができる．TKEを用いた 1.5次クロージャーの応用例として有名なものに，Yamada and
Mellor (1975)がある．
工学系の乱流シミュレーションでは，式 (4.12)に加えてTKEの消散率 εをに関する式を加えるの
が一般的である．これは，εについても解くことによって，式 (4.12)でのΛのパラメタリゼーション
の不確からさを避けていることになる．このようなモデルをK − εモデルと呼ぶ (工学系では TKE
をK で表すのが一般的)．
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4.3 2次クロージャーモデル

1.5次クロージャーに加えて，2次モーメントに関する全ての方程式を解くのが 2次クロージャー
である．2次のクロージャーにおいては，3次モーメントがパラメタライズされる．しかしながら，2
次モーメントの方程式の全ての項を入れて解くと，その分計算資源がかかることと，式 (4.12)にある
ような不確かなパラメタリゼーションを必要とすることになる．そこで，Mellor and Yamada (1974)
は，大気境界層における各項のオーダー比較から，どのオーダーまでの項を含めるかで，2次クロー
ジャーモデルを Level1から Level4 にまで分類した．Level4が最も複雑で Level1が最も単純な方程
式系を解いている．
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第5章 ラージエディーシミュレーション
(Large-Eddy Simulation: LES, Pope

(2000)より)

これまで述べた中で，RANSは乱流の統計量を高次統計量とそれよりも低次の統計量の関係 (クロー
ジャー仮定)を用いて計算する．RANSの最も大きな障害は，クロージャー仮定の部分であり，最適
なクロージャー仮定を見いだすことに，多くの努力が費やされている．一方で，DNSは乱流の全ての
変動を計算するため，計算格子をエネルギー消散のスケール（マイクロスケール）と同じ程度までに
する必要があるため，高レイノルズ数乱流を対象にした計算は，現時点では適用不能である．しかし
ながら，DNSの計算のほとんどの部分は，消散領域における小さな運動の計算に費やされているが，
この波数領域は等方性が成立しやすく，比較的に乱流現象が普遍的な性質を示し易い領域である．
計算コストの面は DNSと RANSの中間的な存在である LESでは，非等方で流れの幾何形状に強
く依存する低波数領域 (格子上スケール)を直接計算し，比較的等方で (ある程度)普遍的な法則の成
立しやすい高波数領域 (サブグリッドスケール，格子下スケール)を簡単なモデルで表している．運
動エネルギーのほとんどを保有する低波数領域を直接計算することから，RANSよりも精度良い乱流
場の再現が可能であり，高波数領域を直接計算せずにモデル化することから，DNSよりも効率のよ
い計算が可能になる．

LESにおける概念的な 4段階は以下の通りである．

1. 格子上 (grid, resolved, filtered)スケールとサブグリッド (residual, subgrid)スケールを分割す
るフィルターを定義する．

2. ナビエ＝ストークス方程式から格子上スケールでの支配方程式を導く

3. サブグリッドでのモーメントをモデル化することによって，支配方程式を閉じた方程式にする．

4. 数値計算によって，上記の格子上スケールでの方程式の解を求める．

LESは最初，Smagorinsky et al. (1963), Lilly (1967), Deardorff (1970)らによって成された．大
気境界層への応用は，Deardorff (1973),Deardorff (1974)が最初である．また今日の大気境界層乱流
への応用の多くは，Deardorff (1980)およびMoeng (1984)による支配方程式系を用いている．
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5.1 フィルター

DNSにおいては風速成分 u(x, t)の全ての変動を計算するが，LESにおいては u(x, t)にローパス
フィルターを掛けた 〈u〉(x, t)を計算する．このローパスフィルターは以下のように定義される．

〈u〉(x, t) =
∫

G(r, x)u(x − r, t)dr (5.1)

ここで積分は全領域を積分範囲とする．あるいは Einstein記法では，

〈ui〉 =

∞∫∫∫
−∞

G(ri)ui(xi − ri, t)dr1dr2dr3 (5.2)

と表される．ここで，G(ri)はフィルター関数で，

1 =

∞∫∫∫
−∞

G(ri)dr1dr2dr3 (5.3)

G(ri) = G(−ri) (5.4)

を満たす．このフィルター後の速度場 〈ui〉を用いて，元の速度場 ui は以下のように分解される．

ui = 〈ui〉 + ui
′′ (5.5)

式 (5.5)は，一見レイノルズ分解と同様に見えるが，大きく異なる．それは，式 (5.2)によって定義さ
れるフィルターが，特殊な場合を除いては，以下のようにレイノルズ条件 (Box 1)を満たしていない
からである．

〈ui〉 �= 〈〈ui〉〉 (5.6)

よって，

〈ui
′′〉 �= 0 (5.7)

ともなる．よって，LESによって解く方程式は，レイノルズ方程式とは異なる．

5.1.1 一次元でのフィルター

簡単のため，一次元における例

〈u〉(x) =
∫ ∞

−∞
G(r)u(x − r, t)dr (5.8)

を考えると，以下のようなフィルター関数が考えられる．
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G(r) Ĝ(κ)

箱形 1
∆H

(
1
2∆ − |r|) sin( 1

2
κ∆)

1
2
κ∆

ガウス関数
(

6
π∆2

)
exp

(
−6r2

∆2

)
exp

(
−κ2∆2

24

)
フーリエ打切型 sin(πr/∆)

πr H( π
∆ − |κ|)

表 5.1: 一次元フィルター関数G(r)の例．∆はフィルターの特性スケールである．

sharp spectral
Gaussian

box
G(κ)

κ∆

1050-5-10

G(x)∆

r/∆
420-2-4

図 5.1: 一次元フィルターの例．実空間 (左)とフーリエ空間 (右)

5.1.2 フィルターのフーリエ空間での表現

フィルターの効果は，フーリエ空間でさらに明白である．u(x)のフーリエ変換を û(κ)で表すと，

û(κ) ≡ F{u} =
1
2π

∫ ∞

−∞
u(x)e−iκxdx (5.9)

式 (5.8)のフーリエ変換は，

〈̂u〉(κ) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−iκxdx

∫ ∞

−∞
G(r)u(x − r, t)dr (5.10)

=
1
2π

∫ ∞

−∞
u(x − r, t)e−iκ(x−r)dx

∫ ∞

−∞
G(r)e−iκrdr (5.11)

= û(κ)Ĝ(κ) (5.12)
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となる．ここで，伝達関数 Ĝ(κ)は，

Ĝ(κ) ≡
∫ ∞

−∞
G(r)e−iκrdr = 2πF{G} (5.13)

である．この伝達関数は， ∫ ∞

−∞
G(r)dr = Ĝ(0) = 1 (5.14)

を満たす．表 5.1，図 5.1にGに対応する伝達関数を示している．
これを用いると，〈〈u〉〉のフーリエ変換は，Ĝ(k)2ûとなり，一般に上で示したように，〈ui〉 �= 〈〈ui〉〉
であることがわかる．しかしながら，フーリエ打ち切り型のフィルターを使用すると，

Ĝ(k)2 = Ĝ(κ) (5.15)

であることから，レイノルズ条件が満たされることになる．
このような LESにおけるフィルターは，実空間での LESでは陰に，スペクトル法を用いてフーリ
エ空間で方程式を解く場合には，明示的に現れることになる．

5.2 フィルター後のナビエストークス方程式

これまでに示したようなローパスフィルターを，支配方程式に適用することで，LESにおいて解く
方程式系を導くことができる (Leonard, 1974)．上記のフィルターが線形で，微分に対して交換可能
であるが，レイノルズ条件を満たさないことを念頭に置くと，まず連続式は以下のようになる．

〈uj〉,j = 0 (5.16a)

また，ナビエ＝ストークス方程式，スカラー量の保存則はそれぞれ，

〈ui〉,t +〈uj〉 〈ui〉,j = 〈uj〉 〈ui〉,j −〈ujui〉,j −gδ3i − 1
ρ
〈p〉,i +ν〈ui〉,jj

= −τ(ui, uj),j −gδ3i − 1
ρ
〈p〉,i +ν〈ui〉,jj (5.16b)

〈c〉,t +〈uj〉 〈c〉,j = −(〈ujc〉 − 〈uj〉 〈c〉),j +νc〈c〉,jj
= −τ(uj , c),j +νc〈c〉,jj (5.16c)

ここで，τ(a, b)はGermano演算子 (Germano, 1992)であり,

τ(a, b) ≡ 〈ab〉 − 〈a〉〈b〉 (5.17)

と定義される．例えば τ(ui, uj)は，フィルター操作を加えることによって生じた付加的な応力であ
り，サブグリッド応力 (subgrid scale (SGS) stress, residual stress)などと呼ばれ，レイノルズ方程式
におけるレイノルズ応力に似た役割を持つ．もちろんフィルターがレイノルズ平均の時には，サブグ
リッド応力はレイノルズ応力となる．
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ui = 〈ui〉 + u′′
i を代入すると，サブグリッド応力は以下のように分解される．

τ(ui, uj) ≡〈uiuj〉 − 〈ui〉〈uj〉
=Lij + Cij + Rij (5.18)

Lij ≡ 〈〈ui〉〈uj〉〉 − 〈〈ui〉〉〈〈uj〉〉
Cij ≡ 〈〈ui〉u′′

j 〉 + 〈u′′
i 〈uj〉〉 − 〈〈ui〉〉〈u′′

j 〉 − 〈u′′
i 〉〈〈uj〉〉

Rij ≡ 〈u′′
i u

′′
j 〉 − 〈u′′

i 〉〈u′′
j 〉 (5.19)

Lij, Rij , Cij は，Leonard応力，クロス応力，サブグリッドレイノルズ応力である．

5.3 LESにおけるクロージャー仮定

レイノルズ方程式においては，平均流に関する方程式系は閉じていないため，レイノルズ応力を
平均流によって表すクロージャー仮定が必要であった．同様にフィルターを掛けたナビエ＝ストーク
ス方程式（式 (5.16)）を解くためには，サブグリッド応力をフィルター後の風速場 〈ui〉，スカラー場
〈c〉で表す必要がある．最もよく用いられる LESにおけるクロージャー仮定は，Smagorinsky et al.
(1963)によるものであり，以下の式で表される．

τ(ui, uj) − 2
3
esδij = −νs(〈ui〉,j +〈uj〉,i ) (5.20)

ここで，esはサブグリッドスケールの運動エネルギーであり，

es ≡ 1
2
τii =

1
2

(〈uiui〉 − 〈ui〉〈ui〉) (5.21)

で表される。式 (5.20)は、RANSにおける渦粘性モデル

u′
iu

′
j −

2
3
etδij = −νT (ui,j +uj ,i ) (4.2’)

そしてニュートン流体における分子粘性モデル

−1
ρ
(τij + Pδij) = −µ(ui,j +uj,i ) (2.4′′)

と同様の式形を持つ。また式 (5.20)における νsはサブグリッドスケールにおける渦粘性係数という
べきものであり、以下のようにモデル化される。

νs = (Cs∆)2
[
1
2
(〈ui〉,j +〈uj〉,i )(〈ui〉,j +〈uj〉,i )

] 1
2

(5.22)

式 (5.20)と (5.22)を併せてスマゴリンスキーモデルと呼ぶ。∆はフィルターの特性長さ（格子間隔）、
Csはスマゴリンスキー定数と呼ばれる。スマゴリンスキー定数は、大きなスケールからサブグリッ
ドスケールへの運動エネルギー流入とエネルギー消散率が等しいことを用いて、Cs ∼ 0.2であること
がわかっている。
スマゴリンスキーモデルの欠点は、スマゴリンスキー定数が実際は時空間で一定では無いこと、ま
た大気中では浮力が重要な役割を果たすため、スマゴリンスキー定数を求めるときの仮定が成立しな
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い、などが挙げられる。そのため、乱流力学の世界では、スマゴリンスキー定数を時空間で方程式を
解きながら求める手法、動的スマゴリンスキーモデルが提案されている。
一方、大気境界層への応用では、Deardorff (1980),Moeng (1984)などによって、フィルター場の
方程式とともにサブグリッドスケール運動エネルギー esを方程式系に加えて解く手法を用いること
が多い。これによって、サブグリッド渦粘性係数 νsなどを esを用いてモデル化することで、方程式
系を閉じさせることができる。これは、クロージャーモデルの 1.5次クロージャーと同じ原理である。
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第6章 数値解析法

6.1 差分法

関数 u(x)の x = x周りのTaylor展開は以下の通りである。

u(x + ∆x) = u(x) + ∆x
∂u

∂x

∣∣∣∣
x

+
(∆x)2

2
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x

+
(∆x)3

3!
∂3u

∂x3

∣∣∣∣
x

+ · · · (6.1)

これを用いて、u(x)の離散的な表現 uiから微分係数が求められる。(
∂u

∂x

)
i

=
ui+1 − ui

∆x
+ O(∆x) :前方差分 (6.2)

同様に u(x − ∆x)を x周りに Taylor展開すると、

u(x − dx) = u(x) + (−∆x)
∂u

∂x

∣∣∣∣
x

+
(−∆x)2

2
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x

+
(−∆x)3

3!
∂3u

∂x3

∣∣∣∣
x

+ · · · (6.3)

となり、微分係数 (
∂u

∂x

)
i

=
ui − ui−1

∆x
+ O(∆x) :後方差分 (6.4)

を得る。式 (6.2),(6.4)ともに、差分誤差はO(∆x)である。大抵の数値流体計算においては、これは
十分な精度とはいえない。式 (6.1)と式 (6.3)の差を取ることによって、以下の差分式を得る(

∂u

∂x

)
i

=
ui+1 − ui−1

2∆x
+ O(∆x)2 :中央差分 (6.5)

差分誤差は、O(∆x)2

二階微分も同様に、 (
∂2u

∂x2

)
i

=
ui+1 − 2ui + ui−1

(∆x)2
+ O(∆x)2 (6.6)

を得る。

6.2 陰解法と陽解法

例として，熱伝導方程式を挙げる．
∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
(6.7a)

これを，初期条件及び境界条件⎧⎨
⎩T (x, t = 0) = T0 for 0 < x < l

T (x = 0, t) = T (x = l, t) = T1 for 0 < t < ∞
(6.7b)
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T̂
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0

図 6.1: 式 (6.8)の解析解

の下に解くことを考える．x̂ = x/l, t̂ = tα/l2, T̂ = (T − T1)/(T0 − T1)と無次元化すると，上式は，

∂T̂

∂t̂
=

∂2T̂

∂x̂2
(6.8a)

B.C.

⎧⎨
⎩T̂ (x, t = 0) = T̂0 ≡ 1 for 0 < x < 1

T̂ (x = 0, t) = T̂ (x = l, t) = T̂1 ≡ 0 for 0 < t < ∞
(6.8b)

解析解は，

T̂ (x̂, t̂) =
∞∑

n=1,3,...

4
nπ

sin nπx̂ exp
(−n2π2t̂

)
(6.9)

である．

6.2.1 陽解法

T (x, t) = T (i∆x, j∆t) = T j
i として，支配方程式を差分化すると以下の式を得る．

T j+1
i − T j

i

∆t
=

T j
i+1 − 2T j

i + T j
i−1

(∆x)2
(i = 1 . . . N, j = 1 . . . M) (6.10)

これを書き直すと

T j+1
i = T j

i +
∆t

(∆x)2
(
T j

i+1 − 2T j
i + T j

i−1

)
(i = 1 . . . N, j = 1 . . . M) (6.11)

これを用いれば、t = j∆tにおける T n
i (i = 0, 1, 2, . . .)が既知であれば、T j+1

i (i = 0, 1, 2, . . .)を順次
得ることができる。このように差分化した方程式が未知数を一つだけ含み、この方程式を直接解くこ
とによって、順次解を求めていく方法を陽解法と呼ぶ。

Example 2 陽解法における安定性
適当な∆x,∆tを選んで式 (6.11)の数値積分を実行して見よう．どのような時に，解が安定，あるい
は不安定になるかを調べてみよう．
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図 6.2: 式 (6.11)における計算格子点の配置と計算手順

t̂ = 0.5
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x̂

T̂
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(a) ∆x = 0.05, ∆t = 0.0005

t̂ = 0.5
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t̂ = 0.001
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(b) ∆x = 0.05, ∆t = 0.005

N=21 dt=0.005
N=21 dt=0.0005

analytical

10.10.010.001
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0.4
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0

(c) x̂ = 0.25における時間断面 (∆x = 0.05)

図 6.3: 式 (6.11)を用いた差分法による熱伝導方程式 (6.8)の数値解
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図 6.4: 式 (6.17)における計算格子点の配置と計算手順

数値解法の解は，二つの誤差による影響を受ける (Ferziger and Perić, 2002)．

差分化誤差：方程式の解析解と差分化した方程式の「正確な」(丸め誤差の影響を受けていない)解
の差．

丸め誤差：計算機の数値精度は有限であり，計算機内部で数値が繰り返し丸められることによる誤差

よって．解析解A，正確な数値解D，実際の数値解N の間の関係は以下の通りとなる．

差分化誤差 = A − D

丸め誤差 = N − D

これらの誤差が，時間ステップを進めるに従って増大・減少するとき，数値計算はそれぞれ，不安定，
安定であるという．一般には，下の方程式に上記の式を代入することによって，これらの誤差に関す
る方程式を立て，かつこれをフーリエ分解する事により，安定・不安定の条件を得ることができる．
これは，支配方程式・差分化の方法によって異なる．式 (6.11)の安定条件は，

∆t

(∆x)2
≤ 1

2

である．
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6.2.2 陰解法

式 (6.8)の別の差分化を考える．式 (6.10)では右辺の空間差分を時間ステップ jでの格子点値で表
したが，今度は，時間ステップ jと j + 1の平均で表してみる．

T j+1
i − T j

i

∆t
=

(T j+1
i+1 − 2T j+1

i + T j+1
i−1 ) + (T j

i+1 − 2T j
i + T j

i−1)
2(∆x)2

(i = 1 . . . N, j = 1 . . . M) (6.12)

式 (6.12)の差分法をCrank-Nicolson差分法と呼び，式 (6.8)のような放物線型の偏微分方程式の差分
化に多く用いられる．
式 (6.12)を書き換えると

AT j+1
i−1 − BT j+1

i + AT j+1
i+1 = −T j

i − A(T j
i−1 − 2T j

i + T j
i+1) (i = 1 . . . N, j = 1 . . . M) (6.13)

A ≡ ∆t

2(∆x)2

B ≡ 1 +
∆t

(∆x)2

となり，右辺の t = j∆tでの T が既知であるとすると，未知数が 3つであり，陽解法のような逐次計
算は不可能である．しかしながら既知である右辺を

Kj
i ≡ −T j

i − A(T j
i−1 − 2T j

i + T j
i+1) (6.14)

と置くと，i = 3 . . . N − 2では，

AT j+1
i−1 − BT j+1

i + AT j+1
i+1 = Kj

i (i = 3 . . . N − 2, j = 1 . . . M) (6.15)

となり，また境界の隣の点 (i = 2, N − 1)では，境界条件 T j+1
1 = T j+1

N = T1を用いて，

−BT j+1
2 + AT j+1

3 = K
′j
2 (j = 1 . . . M)

AT j+1
N−2 − BT j+1

N−1 = K
′j
N−1 (j = 1 . . . M)

K
′j
i ≡ Kj

i − AT1 (j = 1 . . . M) (6.16)

となる．全ての格子点 (i = 2, N − 1)について，行列形式で表示すると，

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−B A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A −B A . . . . . . . . . . . . . . . . . .

· · · A −B A . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . A −B A · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . A −B A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A −B

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T j+1
2

T j+1
3

T j+1
4

· · ·
T j+1

N−3

T j+1
N−2

T j+1
N−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K
′j
2

Kj
3

Kj
4

· · ·
Kj

N−3

Kj
N−2

K
′j
N−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(6.17)

となる．式 (6.17)の右辺は時間ステップ jでの格子点値と境界条件から成り立つの既知であり，行列
式を解くことによって時間ステップ j + 1 での格子点値が求まることとなる．このように，陽解法の
ように逐次的に次の時間ステップでの格子点値を求めるのではなく，現在の格子点値と次の時間ス
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Example 3 Crank-Nicolson法による陰解法
Crank-Nicolsonによる陰解法を用いて，式 (6.8)を数値的に解いてみよう．

テップでの格子点値の連立方程式を解くことによって数値積分を進めていく手法を陰解法と呼ぶ．一
般に陰解法で登場する行列式は，式 (6.17)のように対角線上のみに要素が並ぶ準対角行列であるこ
とが多く，一般の行列式解法よりも効率の良い解法が利用できる．式 (6.17)の行列は，3重対角行列
(tridiagonal)と呼ばれ専用のルーチンも存在する．
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T̂
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0.2
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(a) ∆x = 0.05, ∆t = 0.005
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(b) ∆x = 0.05, ∆t = 0.01

N=21 dt=0.05
N=21 dt=0.001
N=21 dt=0.005

N=21 dt=0.0005
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0.4

0.2

0

(c) x̂ = 0.25における時間断面 (∆x = 0.05)

図 6.5: 式 (6.11)を用いた差分法による熱伝導方程式 (6.8)の数値解
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